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En anos recientes, el estudio matematico de redes com-
plejas que modelan problemas del mundo real ha teni-
do importantes avances. En este articulo consideramos
graficas que representan diversos sistemas de trans-
portacién a nivel nacional y al de ciudad. Las técnicas
de la teoria de graficas y el analisis matricial permiten
definir medidas de centralidad que determinan, a par-
tir de la topologia de la grafica, la importancia relativa
de los vértices; informacion que, en muchos casos, es
estratégica en la soluciéon de problemas. Nuestra aten-
cién se concentrard en dos medidas de centralidad: la
que se da por cercania y la espectral. Como aportaciéon
original de este trabajo al estudio de la complejidad
de las redes de transporte introducimos el concepto
de coherencia de una red, medida que indica qué tanto
la estructura de la red de transporte esta construida de
acuerdo con los requerimientos reales. Nuestros analisis
de redes usan datos auténticos de los sistemas mexica-
nos de transportacion.

Palabras clave: red de transporte, grafica pesada, dis-
tancia, medida de centralidad, valor propio, coherencia.

1. Sistemas de georreferenciacion

Durante los siglos XV al XVII, la cartografia tuvo de-
sarrollos importantes gracias a las observaciones de
los navegantes y al uso de nuevas técnicas de me-
dicion, como: la brujula, el telescopio y el sextan-
te. Para 1492, Martin Behaim (cartégrafo aleman)
construia el primer globo terraqueo, el Erdapfel, lo
cual requeria de la determinacion de las coordena-
das de lugares sobre la Tierra. La latitud (basada en
el Ecuador celeste) era conocida desde la mas re-
mota antigliedad, pero la longitud (que no es un
pardmetro relacionado con la Astronomia sino con
mediciones en la superficie terrestre) fue mucho
mas dificil de establecer.

En 1714, el Parlamento britanico designé el Co-
mité de la Longitud y solicité la cooperacién de
hombres de ciencia, entre los que se encontraban
Isaac Newton y Edmund Halley. El problema prin-
cipal (resuelto por John Harrison) radicaba en la
creacién de crondmetros exactos resistentes a las

Vol. 3 Num. 3 septiembre-diciembre 2012

We consider graphs as models of different sorts of trans-
portation networks, both at national level: highways
and plane routes, and at city level: subway and bus
systems. Graph theory techniques and matrix analysis
consider centrality functions which define a ranking,
depending only on the topological structure, among
the vertices of the graph. These functions provide stra-
tegic information for the resolution of various problem:s.
Closeness centrality is used in the study of the efficiency
of the transportation networks. Spectral centrality (the
local values of an eigenvector associated to the spectral
radius) is used in the study of the coherence of the trans-
portation networks. We introduce the concept of co-
herence as a measure of how a transportation network
structure meets the needs of users. We use real data of
the mexican transportation systems and draw conclu-
sions on their performance.

Key words: transportation network, weighted graph,
distance, centrality measure, eigenvalue, coherence.

inclemencias climaticas. Desde ese momento, to-
das las naves de investigacion cartogréfica llevaron
a bordo varios de éstos, de cuya exactitud dan fe
las cartas nauticas de la época.

El siguiente paso fue el establecimiento de un
meridiano de referencia a partir del cual se pudiera
calcular de forma precisa el tiempo en cada parte
del planeta. De acuerdo con la arbitrariedad de la
posible eleccién, se opté por la linea que cruzaba
las islas Canarias, de manera que el primer meri-
diano fue el que pasé por Orchilla, en la isla de El
Hierro, que aun hoy es conocida como la isla del
meridiano. Después, hubo otras propuestas has-
ta que en 1911, la linea que atraviesa el Old Royal
Observatory de Greenwich paso a ser la referencia
mundial para calcular la hora universal.

En la cartografia, la tecnologia ha cambiado con-
tinuamente para resolver las demandas de nuevas
generaciones de fabricantes de mapas y de lec-
tores de los mismos. Las primeras cartas fueron
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elaboradas de forma manual con plumas sobre
pergaminos; hoy en dia, disponemos de comple-
jos sistemas de posicionamiento, como el Global
Positioning System (GPS) y satélites con relojes
nucleares que son capaces de determinar, con una
exactitud sin precedentes la posicién de cualquier
persona que cuente con un teléfono celular u otro
dispositivo de bolsillo.

Estos sistemas de georreferenciacién o geoloca-
lizacion, asi como las bases de datos asociadas a los
de informacién geografica (SIG), tienen importan-
tes aplicaciones en la toma de decisiones estraté-
gicas; por ejemplo, si se combinan eficazmente los
datos de un censo con mapas virtuales es posible
determinar dénde existe una mayor densidad po-
blacional y, asi, tomar decisiones en relacién con
la construccién de escuelas, hospitales y otros in-
muebles. En tiempo real, la geolocalizaciéon sirve
también a los servicios de emergencia que pueden
detectar rutas rapidas para llegar a determinados
lugares, vias de escape o los mejores puntos de ac-
ceso ante cualquier eventualidad en la que resulte
esencial la rapidez; en el area del transporte publi-
co, permite saber por dénde van los autobuses y
cuanto tiempo tardaran en llegar a cierto punto
especifico.

El crecimiento de las capacidades informaticas a
nivel global hace posible no sélo el conocimiento e
intercambio de grandes cantidades de datos, sino el
analisis de ellos por medio de programas de indole
estadistico y matematico. En afios recientes, el estu-
dio matematico de redes complejas que modelan
problemas del mundo real ha tenido importantes
avances: por una parte, la teoria espectral de gréfi-
cas, que descubre valiosa informacion de la estruc-
turatopoldgicade las redes, codificada enlos valores
y vectores propios de matrices asociadas a las redes,
y por la otra, el estudio de la evolucién temporal de
las redes que motivé la introduccién del concepto
redes libres de escala, las cuales han sido identifica-
das como las que se forman en la interaccion de las
sociedades humanas.

En este articulo consideramos graficas que re-
presentan diversos sistemas de transportacién a
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nivel nacional (carreteras y lineas aéreas) y de ciu-
dad (Metro y lineas de autobuses). Las técnicas de
la teoria de graficas permiten definir medidas de
centralidad que determinan la importancia relativa
de cada vértice en la gréfica. El interés de éstas es
que proveen informacién adicional a la original del
problema, la cual, en muchos casos, es estratégica
en la solucién del mismo (ver ilustracién 1). Otras
medidas de centralidad pueden definirse, como
veremos mas adelante.

En la segunda parte del articulo desarrollamos
algunos conceptos basicos que nos seran de uti-
lidad a lo largo de las discusiones. Dos medidas
de centralidad concentraran nuestra atencion: por
cercania, que determina el rango de proximidad de
un nodo a los otros de la red; y la espectral, deter-
minada de acuerdo con las coordenadas de un vec-
tor propio positivo llamado de Perron, asociado al
valor maximo de la matriz considerada (por lo ge-
neral, la de adyacencia o la de adyacencia pesada).
Cabe mencionar que, como aportacion original de
este trabajo al estudio de la complejidad de las re-
des de transporte, hemos introducido el concepto
coherencia de una red, que es una medida que indi-
ca sila estructura de la red de transporte esta cons-
truida de acuerdo con los requerimientos reales.
Un ejemplo tipico es el aeropuerto de la ciudad de
México, cuya jerarquia en la estructura de la red
de rutas aéreas esta rezagada de manera significa-
tiva respecto al volumen de pasajeros que mueve.
Nuestros analisis daran expresion cuantitativa a es-
tas vagas nociones cualitativas.

El siguiente apartado considerard el sistema de
carreteras y aeropuertos de México para ilustrar el
uso de la medida de centralidad por cercania. Los
elementos de la teoria de Perron y sus aplicaciones
ocuparan la seccién 4. La 5 considerara el sistema
de transporte colectivo Metro y el de autobuses de
la ciudad de México como ilustracion de las dife-
rentes medidas de centralidad desarrolladas. En
todos los casos se determinard la eficiencia del
sistema de transporte, esto es, qué tan cercano
se encuentra el sistema de su estructura ideal, asi
como la coherencia de la red. En ocasiones, hare-
mos referencia a articulos y libros matematicos y
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llustracion 1
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Consideremos el mapa de calles de la ciudad de Renton en Estados Unidos de América (EE.UU.). Elegimos
construir el modelo grafico siguiente: los nodos de la grafica G son los principales cruces de avenidas en la
poblacién, dos cruces (i y j) son adyacentes si existe una calle a que conecta i con . A la gréfica G podemos
dotarla de peso en las aristas, segun el ancho de la calle, lo que resulta en una matriz de cruces con entra-
das de peso 0, 1,2 6 3. Denotamos 4=(a,), definimos entonces una funcion de centralidad por k(i) =3/,
el grado pesado de los nodos. El nodo de maxima centralidad, correspondiente al renglén 5, es el marcado
de oscuro en la grafica y satisface k(5)= 8. En efecto, bajo el supuesto de flujo vehicular uniforme por carril,
el cruce 5 es el que mayor cantidad de vehiculos recibe.

Vol. 3 Num. 3 septiembre-diciembre 2012 75




desarrollaremos algunos argumentos matemati-
cos ilustrativos en los pies de pagina.

El concepto de las medidas de centralidad fue
introducido en su inicio por A. Bavelas (1950), en
el contexto de las ciencias sociales, en la década
de los 50. Se trata de uno de los términos mas es-
tudiados en el andlisis de redes ya desde finales de
la década de los 70 en el area de las redes socia-
les. Algunos autores han empleado las medidas de
centralidad en relacion con el flujo de informacion
en diversas redes, asi como de bienes usados, movi-
miento de dinero, propagacién de rumores, correos
electrénicos, diseminacion de actitudes, propaga-
cién de infecciones y movimiento de paquetes.

1 Yluego aplicadas en experimentos conducidos por Bavelas y sus estudiantes Leavitt y
Barret, ver Bavelas, A. and Barrett, M. (1957).

llustracion 2
4
G:
2\/
01 1 0 04 20
101 1 4011
A(G)_ 1100 A(G)_2100
01 00 01 00

Se construyen las matrices de adyacencia
A(G) y la pesada A(G) asociadas a la gréfica
G con cuatro nodos. El cuadrado de la matriz
AGY=(a,”)es:

4Gy =

—_ = = N
—_— U
i \® B e
—_—— O

0

donde a,.j@) denota el nimero de caminos de
longitud 2 entre los nodos correspondientes.
Obsérvese que A(G)*> 0, esto es, todas las
entradas de la cuarta potencia de la matriz
de adyacencia son positivas. La distancia en-
tre los nodos 1y 3 es d (1,3) = 1 mientras la
distancia pesada esd(1,3) =3 y se obtiene de
recorrer el camino de longitud 2 entre 1 y 3.
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Nuestros analisis de redes de transporte apuntan
en dos direcciones: por una parte, resolvemos pre-
guntas concretas de interés econémico y social, con
un sentido matematico preciso, que podrian mul-
tiplicarse de manera indefinida (;qué carretera es
mas estratégica en el sistema carretero mexicano?,
;la creacion de qué rutas aéreas acercaria mas a las
20 ciudades mas grandes del pais?, jla linea 12 del
Metro esta en el lugar donde mas se le necesitaba?,
icual es la eficiencia del sistema de autobuses urba-
nos de la ciudad de México y cdmo se compara con
otras ciudades?), e importantes y originales pueden
ser las respuestas a estas preguntas, que son sélo
ejemplos sencillos de la aplicacién de las técnicas
propuestas; por otra parte, esto se orienta hacia
la segunda motivacién (de caracter tanto politico
como académico) de este trabajo, la necesidad de
crear un banco de informacién y una unidad nacio-
nal de andlisis para la georreferenciacion.

2, Graficas y criterios de centralidad

Las gréficas son modelos matemdticos usados para
representarlos mas variados sistemas: moléculas qui-
micas donde los nodos simulan dtomos y las aristas,
enlaces eléctricos; sistemas carreteros, poblaciones
y carreteras que las conectan; y redes de coautoria,
cientificos y los articulos escritos de forma conjun-
ta, entre otros. A estas graficas podemos dotarlas de
pesos en sus aristas, asi: los enlaces eléctricos entre
atomos pueden representar el nimero de electro-
nes compartidos por ellos, o bien, las carreteras es
posible sefalarlas por su longitud; en el tercer ejem-
plo, las coautorias pueden pesarse por el nUmero de
articulos escritos en conjunto por los cientificos.

2.1. Matriz de adyacencia de una grafica
pesada y sus potencias

Dada una grdfica G con vértices {1,2,...,n}, su-

pondremos que las aristas i - j tienen peso w,;> 0.

Escribimos a_. = 1 0 a_ = 0 para indicar que hay o
y i

no arista entre i y j. El peso w,;= 1 no es necesario

escribirlo de manera explicita, los pesos mayores

que 0 se sefalardn en cada arista de la grafica. La
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matriz de adyacencia 4(G) = (q, DY la matriz de la
red o pesada, 4(G) = (w ) son arreglos numéricos
de tamafo n x n (ver |IustraC|on 2).

Dada una gréfica G con matriz de adyacencia
A(G) = (a,) de tamafio n x n, el nimero de vecinos
cx)=%, a, de x es la suma total del renglén x, de
manera que el promedio del niUmero de vecinos es:

-1 n
C= 1 Yxy=10xy.
Llamamos 4! al nimero de caminos de longi-

tud k& que van de x a y. Observemos que se obtie-
nen de la siguiente manera:

llustracion 3

(k+1) =Y. a (k)
z

Por ultimo, las potencias de 4(G) son precisa-
mente A(G)'= (a¥).

En general, trabajaremos con graficas pesadas,
esto es, suponemos que la grafica G tiene asociada
una funcién p que asigna a cada vértice x de G un
numero positivo p(x), llamado el peso de x. Ejem-
plo tipico (que usaremos en este trabajo) asigna a
las ciudades x que aparecen como nodos de la gra-
fica de carreteras del pais su nUmero de habitantes
p(x) (verilustracion 3).

Carreteras que conectan las 38 ciudades con mayor poblacion

poblacién x es su nimero de habitantes.

El peso de cada arista es la longitud del tramo correspondiente. La distancia entre dos urbes conectadas
por una arista es la longitud de la via correspondiente como puede obtenerse de la pagina de la Secretaria
de Comunicaciones y Transportes (SCT) y la determina el recorrido carretero mas corto entre ellas, segin
el algoritmo de Dijkstra, aunque no sea el que pase por menos ciudades de la grafica. El peso p(x) de la
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2.2 Distancia en una grafica pesada

La distancia entre dos nodos en una gréfica es la lon-
gitud del camino mas corto que los une. Si la gréfica
tiene pesos, esa via mas corta puede pesar mas que
otra mas larga (ver ilustracion 4).

Encontrar el camino de menor peso que une dos
nodos en una grafica pesada no es siempre senci-
llo. Un procedimiento sistematico para encontrar-
lo y, con ello, calcular su distancia en una gréfica
pesada es el algoritmo de Dijkstra, el cual permite
calcular la distancia D(y) que separa un nodo fijo
(x) de todos los demas de la grafica conexa G. En
efecto, comenzamos asignando valores D(y) = o
paray #x,y D(x) = 0 e iremos modificando la fun-
cion D hasta que exprese las distancias desde x.
Decimos que un nodo y estd marcado si la funciéon
D ha sido ya correctamente determinada en y. El
algoritmo termina cuando todos los nodos estan
marcados.

En un paso intermedio, cuando no todos los
nodos estan marcados, elegimos un nodo z no

llustracion 4

marcado con D(z) minimo posible (observe que
en el primer paso, necesariamente z = x). Recorre-
mos todos los nodos adyacentes de z, excepto los
marcados, llamaremos a éstos, v. Si el valor D(v) de
la pretendida distancia de x hasta v es mayor que la
distancia desde x hasta z, sumada al peso d(z,v) de
la arista entre z y v, entonces se redefine:

D)= D(z)+d(z,v)

Marcamos entonces el nodo z. La conexidad de
G implica que todos los nodos quedan, al final,
marcados.

2.3 Centralidad

Una funcion de centralidad (f,) asigna un valor real
positivo a cada nodo de una red G de manera que
si g: G — G’ es un isomorfismo, entonces f.(x) =
/. (g(x)) para todo x nodo de G. De esta manera,
la funcién de centralidad es un atributo estructu-
ral de los nodos en una red; en otras palabras, se
trata de un valor asignado al nodo debido a su po-

Distancia entre algunas ciudades

Tuxpan

N. Laredo

Matamoros

onterre

Laredo tiene una longitud de 750 km.

Se pueden elegir dos caminos distintos del Distrito Federal (DF) a Tuxpan: el que pasa por Pachuca tie-
ne una longitud de 345 km y el que lo hace por Querétaro, 676 km; la distancia la da la primera opcion.
El camino Guanajuato-Querétaro-Tuxpan-Matamoros-Nuevo Laredo tiene una longitud combinada de
148+464+705+729 = 2 046 km; la distancia entre Guanajuato y Nuevo Laredo es de 978 km y se obtiene
al recorrer el camino que pasa por Zacatecas y Monterrey. La linea geodésica entre Guanajuato y Nuevo
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llustracion 5

Matriz de distancias de una grafica estrella y la funcion de centralidad por cercania

54

54
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54

La eficiencia de la grafica es ef = % (7x4+7)=0.622.

Distancias Cercania normalizada

T 1 1 1 11 143 1.00

2 2 2 2 2 2 077 538
0 2 2 2 2 2 077 538
2 0 2 2 22 077 538
2 2 0 2 2 2 077 538
2 2 2 0 2 2 077 538
2 2 2 2 0 2 077 538
2 2 2 2 20 077 538

siciéon estructural en la red. Algunas medidas de
centralidad consideradas en la literatura son:

« Grado pesado. Se trata de la primera y mas
simple definicion de centralidad. Se define
como el nimero de enlaces (con peso) que
posee un nodo con otros. Suele representar-
se como k. El grado se interpreta a menudo
como el numero de conexiones que tiene un
elemento de la red en ella.

« Porcercania.Deacuerdo con Freeman (1979),
la cercania ¢ (x) de un nodo x a lared G es el
promedio de la separacién (definida como el in-
verso de la distancia entre ellos) de x a cada uno
de los nodos de la red. En notacion matematica:

1 1
n Zy:tx d(ny)

donde n es el nUmero de nodos en la red.

c(x) =

En una red carretera G, si suponemos que
los automoviles se mueven a velocidad cons-
tante, a mayor longitud de una carretera me-
nor cercania entre los extremos. En este caso,
c(x) se puedeinterpretar como el tiempo me-
dio de llegada desde x hasta otra ciudad.

El modelo matematico correspondiente, que
jerarquiza a los nodos de acuerdo con el valor de
las coordenadas del vector propio de Perron, sera
desarrollado mas adelante.
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2.4 Eficiencia de unared

Continuando con la red como modelo de un sis-
tema carretero, su eficiencia? es una medida del
tiempo que emplea un vehiculo que se desplaza
en ella, asumiendo velocidad constante, y se cal-
cula como la suma de los inversos de las distancias
entre todos los pares de nodos, normalizado por el
numero total de pares que se pueden formar, esto
es,

ef (G) =

1 v 1
n(n—1) & d(,j)
i#j
Como medida de la calidad de una red, ha sido
utilizada en el estudio de la red neuronal y las de
comunicacion y transportacion.

3. Sistemas carretero y de rutas
aéreas de México

La red carretera del pais constituye el andamiaje
infraestructural que enlaza el sistema urbano de
México y permite el intercambio fisico de mercan-
cias al conectar de manera funcional la oferta y
demanda de los grupos humanos y las empresas
localizadas en cada ciudad individual, lo cual hace
posible la articulacion de la vida nacional.

2 Elconcepto fue introducido en Latora, Vito and Massimo Marchiori (2001).
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El patrén de distribucion del sistema carretero
tiene caracteristicas bien definidas, que sigue los
trazos principales de la red ferroviaria que le ante-
cedio, es decir??

+ Serepite la estructura radial y concéntrica que
favorece la jerarquia de la ciudad de México
y de contadas urbes de segundo y tercer or-
den (Guadalajara, Monterrey, Aguascalientes
y Mérida, por ejemplo).

« Contintan predominando los ejes longitudi-
nales desde la capital hacia la frontera norte;
se acentua la debilidad de los vinculos ha-
cia el sury sureste y siguen faltando los ejes
transversales.

« Se mantiene el aislamiento en el cual queda-
ron desde principio del siglo pasado las loca-
lidades de los territorios periféricos, que estan
representados por montafas, desiertos, sel-
vas, costas y fronteras.

3 L. Chiasetal.(2010).

llustracion 6

Muchas de las condiciones de centralismo y ais-
lamiento de regiones del pais pueden leerse en
el mapa de valores de la centralidad por cercania
(ver ilustracién 6), un ejercicio que nos conten-
dremos de discutir de forma extensa. Sefialamos
sélo que la zona de alta accesibilidad carretera se
centra en el corredor de las carreteras ciudad de
México-lrapuato y ciudad de México-Guadalajara,
extendiéndose a Querétaro, Guanajuato y el nor-
te de Michoacadn de Ocampo. Este patron pobla-
cional del sistema urbano principal acentua las
diferencias de accesibilidad y el peso de la zona
centro en la articulacion territorial del conjunto
del pais.

Por otra parte, el gobierno concede tal rele-
vancia al desarrollo del sistema carretero que el
Programa Nacional de Infraestructura 2007-2012
incluyé 100 proyectos estratégicos de caminos,
entre ellos: 20 libramientos y accesos, 20 carrete-
ras nuevas, 42 ampliadas y modernizadas, 15 in-
terestatales y tres puentes fronterizos.

:
o
N

~ -
I P

Centralidad por cercania c(u) para ciudades u, normalizada de manera que el valor del DF es 1; las ciu-
dades dentro del circulo sélido tienen cercania al menos de 0.88, mientras que las que se encuentran
fuera del circulo punteado tienen una menor que 0.7; indicamos la cercania de algunos extremos geo-
graficos del pais: La Paz, Ensenada, Ciudad Judrez, Nuevo Laredo y Chetumal.
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llustracion 7

Rutas aéreas entre los 20 aeropuertos mas grandes de México

Pasajeros domésticos
DF 1653991 PVR 81199
CUN 462579 T 349530
MTY 490575 SID 102165
GDL 428253 MID 104631
TLC 145602 HMO 99300

Consideramos el peso p(x) de cada aeropuerto (x) como el nimero de pasajeros que usan x en cierto pe-
riodo predeterminado (en el recuadro se sefalan los 10 aeropuertos con mas pasajeros en el 2011). Cal-
culamos la matriz de adyacencia y la de distancias, donde d(x,y) es el minimo ndmero de vuelos que es
necesario tomar para llegar del aeropuerto x al y. La centralidad por cercania de estos aeropuertos es la

siguiente:
MEX 0.95 MID 0.58 TIJ0.71 VER0.58 CUNO0.68 CUL0.58 PVR0.60 VSAO0.57
HMO0.62 SJD0.57 BJX055 CJS0.58 ACA054 TAMO0.54 GDL0.83 MZTO0.58
MTY 0.95 cuuo0.58 TLCO.57 AGU0.90

La eficiencia de esta red de 20 aeropuertos es de 0.62.

El Travel and Tourism Competitive Index ubicé a
México como el cuarto destino mas atractivo en el
continente americanoy el primero en América Lati-
na. Los viajes y el turismo en el pais representaron
6% del producto interno bruto en el 2012y 7.2%
del mercado laboral. Se estima,* en afos recientes,
en 22.6 millones el nimero de turistas (internacio-
nales y domésticos) en los aeropuertos mexicanos;
sin embargo, el desarrollo de éstos y las rutas do-
mésticas dejan mucho que desear.

Con la salida del mercado comercial de Mexica-
na de Aviacion, la mayor parte de las rutas aéreas
quedo en manos de Aeroméxico, que cuenta con

una flota de 70 aviones Boeing; desde su centro en

4 Eke Eijgelaar, Paul Peeters and Pieter Piket (2008).
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el Aeropuerto Internacional de la Ciudad de México
opera 300 vuelos diarios a 32 ciudades en el pais,
14 a EE.UU., dos a Europa, cuatro a Sudamérica y
uno a Asia.

La caracteristica principal de lared de rutas aéreas
domeésticas mexicanas (ademas del elevado costo
de los pasajes) es la alta centralizacion de ésta. En
efecto, basta observar que, en la red de los 20 aero-
puertos principales, la ruta mas frecuentada entre
dos ciudades pasa por la ciudad de México, con las
obvias consecuencias de incomodidades por tra-
fico aéreo y pérdida de horas de trabajo humano
(ver ilustracion 7). Esta condicion de la red de rutas
aéreas puede expresarse por medio de la matriz de
distancias (d(x,y)) entre sus aeropuertos. En efecto,
satisfacen que d(x,y) = 1 o d(x,y) = 2; el primer caso
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llustracion 8

Red de rutas aéreas entre los 50 aeropuertos mas importantes en EE.UU.

Esta red, a pesar de ser muy descentralizada, satisface que se pueda llegar de cualquier aeropuerto a otro

en, maximo, tres vuelos.

es si existe una ruta directa; el segundo, si sélo se
puede llegar de x a y pasando por el aeropuerto en
la ciudad de México.?

La existencia de un nimero pequeno® k para una
red tal que dos nodos cualesquiera de la red o bien
no pueden conectarse o se conectan en, a lo mas,
k pasos se conoce como propiedad de mundos pe-
quenos, cuyo nombre se refiere al experimento de
Milgram (1967) que mostraba que dos personas en
una gran ciudad se relacionan por una cadena de
conocidos de, maximo, seis. Las redes de rutas aé-
reas que hemos considerado satisfacen la propie-
dad de mundos pequefios con k£ =2 en el caso de
Méxicoy k=3 para Estados Unidos de América (ver
ilustracion 8).

5 Estas caracteristicas estructurales se reflejan en los valores propios de la matriz de
adyacencia, como veremos en la proxima seccion. También, permite el clculo inme-
diato de la eficiencia de la red. En efecto, d(x,y) = 1 para las 80 rutas marcadas en el
mapay d(x,y) = 2 para las 300 parejas (x,y) no unidas en el mapa. Asi, la eficiencia
=555 (80 +1 - 300)=% = 0.62

6 Sean el nimero de nodos de la red, diremos que % es pequefiosif%- < 1.
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4. Medida matematicadela
complejidad de una red

Como parte esencial de las técnicas del andlisis ma-
tricial se encuentra la determinacién de los valores
y vectores propios de matrices cuadradas y las mul-
tiples aplicaciones a problemas de teoria de gréfi-
cas, probabilidad, economia e ingenieria.’

4.1. Valores y vectores propios de una matriz

Consideremos una matriz 4 = (a,.j) de tamafo n x n.
Decimos que un vector u de tamafo n es vector
propio de 4 si existe un numero r tal que Au= ru.

Los valores propios son las soluciones numéricas
de la ecuacion Det (x id, —A) = 0, que se llama ecua-
cién caracteristica de 4, donde id, esla matriziden-

7 Como referencia general, consideramos los libros de De la Pefia, Gantmacher y Cvetkovic
etal.
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tidad de tamano n x n. Una vez encontrados los va-
lores propios para cada uno de ellos, digamos r, el
correspondiente vector propio u es solucién de la

ecuacion lineal:
u u

1 1
Al | =r
u, u,

Si 4 es simétrica, esto es a,= a,, para todas las
entradas 1 <i,j < n, entonces hay n soluciones rea-
les de la ecuacion caracteristica. En caso de que la
matriz 4 sea no negativa, esto es, a,= 0 para todas
las entradas i,j, entonces hay valores propios > 0.
El maximo de los valores propios:

r(A) = max {r: 0 <r valor propio de A}
se llama el radio espectral de 4.

Sea G una grafica con n nodos, sea H una sub-
grafica de G que se obtiene de quitar un vértice x
de G. Consideremos los valores propios de G:

M < <1,

y los valores propios de H:
i S Hp = = fp—q

El siguiente resultado se conoce como teorema
de entrelazamiento de Weyl:

MS SHL S <SS 1Sl 1Sy

4.2 Teorema de Perron

En 1907, el matematico aleman Oskar Perron de-
mostré el siguiente teorema:

Sea A= (a,) una matriz no negativa y sea r su radio
espectral, entonces:®

8 Una interesante demostracion del teorema de Perron es el argumento mini-max de
Wielandt: sea 4 una matriz n x n con entradas positivas. Dado un vector columna u >0,
llamamos 7 () (resp. r~(u¢)) al nimero real r méximo (resp. minimo) tal que Au > ru
(resp. Au < ru). Consideramos:
rr=min{r*(u): u>0}(resp. »~=max{ r~(u): u>0}).

Se demuestra que 7= r-y Au = r*u.
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(1) resvalor propio de 4;
(2) existe un vector propio u de A4 tal que Au=ru
y todas las entradas de u son no negativas;
(3) si A4 es la matriz de adyacencia de una gréfica
conexa entonces valen:
(1") r es raiz simple del polinomio caracteristi-
codedy
(2') el vector u tiene todas sus entradas > 0.

Si G es una gréfica conexa y 4 es su matriz de
adyacencia, los valores u(x) para x nodo de G de-
terminan la funcién de centralidad espectral. Inter-
pretamos u(x) como una medida de la complejidad
delared G en el nodo x.

La jerarquia determinada por la centralidad es-
pectral tiene multiples aplicaciones; por ejemplo,
en esencia es la jerarquia usada por el algoritmo
PageRank que determina el orden de las respues-
tas en las consultas al buscador de Google (ver
ilustraciones 9y 10).

4.3 Coherencia de las redes de transporte

Consideremos, una vez mas, la red del sistema
carretero. Ahora, recordemos que a los nodos les
hemos asignado como peso p(x) el nimero de ha-
bitantes de la ciudad x. Por otra parte, hemos ob-
tenido una medida de la complejidad de la red en
x por medio de un vector de Perron u. Es natural
esperar que una ciudad grande tenga un lugar im-
portante en la estructura global de la red, esto es,
esperariamos que:

si p(x) > p(y) entonces u(x) > u(y).

Veamos como se comparan estos valores (ver ta-
bla 1). Usamos, por un lado, la poblacién de las 10
zonas metropolitanas mas pobladas de México, se-
gun el Censo de Poblacion y Vivienda 2010 (INEGI)
y, por el otro, los valores de centralidad espectral
calculados como las coordenadas de un vector de
Perron u. El cociente % es una medida de compa-
racion entre las dos funciones de centralidad u y
p; sin embargo, cada funcion esta cuantificada en

diferentes unidades, por lo que es necesario nor-
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llustracion 9

01 0 0
1o 1 1

A=
(a) 010 0
01 0 0

0.07 0.37

N NN /N
/

0.16==+:0.38==:0.46===2f===:0.37

N/
0.07 0.37

0.3 ssnnnnnss 0.3

2

En (a) consideremos la gréfica G con matriz de adyacencia 4 como se indica. La ecuacién caracteristica es
0=x*-3x?=(x*- 3) x?, de manera que los valores propios son /3 y 0 con multiplicidad 2; el radio espectral
es r(A) =+/3 y el vector propio u correspondiente satisface la ecuacion Au = ru, esto es,

u2:\/§u1 1
uy +us+us= V3u, consolucién u=|v3
uy = V3u, 1
ur = V3uy 1

En (b) consideramos una grafica con pesos en las aristas. Los valores propios de la matriz de adyacencia pe-
sada son las raices de la ecuacion:

X017 x5~ 14X+ 90x°+ 144 X’ — 89 x*— 338 x*— 253 x>~ 56 x + 4 =0,

asaber,r=3.24,2.72,2,0.56, -1 (con multiplicidad 4), -2 y —2.52. Se indica un vector de Perron que deter-
mina la centralidad espectral de los nodos.

malizar con respecto al promedio u = %Z?ﬂ%. Ala Tabla1
funcion de centralidad definida por:

u(x)

— p(x)
v(x) = /1 s 1@ Valle de México | 20137152 1 038
n“=1p@) Guadalajara | 4434252 0.3 0.40
la llamaremos centralidad comparada. Monterrey 4080329 035 067
Puebla-Tlaxcala | 2668 347 0.88 2.6
Nodos x satisfaciendo v(x) > 1corresponden a Tf)luca 1846602 0.39 16
ciudades que tienen una jerarquia en la red ca- Tuue,ma 1792041 0.0008 0.003
rretera, relativa a la poblacion que sustentan, por Leof‘ 1609717 0.38 172
arriba de la media nacional. En esas ciudades, y CLIIETS 1328017 0.025 0.16
los respectivos nodos, diremos que la red carrete- La Lag,;una 1279160 0.1 061
ra esta bien desarrollada. Querétaro 1097028 0.24 1.92

Los valores numéricos obtenidos confirman laim-  cuando se considera su area urbana de 8.8 millones
presién cualitativade un mayordesarrolloenlaregion ~ de habitantes, resulta en un valor de centralidad
centro del pais, que va de Puebla a Ledn, pasandopor ~ comparada de 0.95, muy arriba del de 0.38 que resul-
Querétaro, Toluca y la ciudad de México. Esta Ultima,  ta de considerar la poblacién suburbana.
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llustraciéon 10
Rutas aéreas entre los 20 aeropuertos mas importantes del pais por el niimero
de pasajeros que mueven

MO .22

NE 1 RS

CUN 0282

o) o N R A — —;—?,

Construimos la matriz de adyacencia de la red de rutas aéreas y calculamos los valores propios asociados.
Los dos valores propios mas grandes de la matriz de adyacencia son: el radio espectral A, = 9.6218 y A, =
2.9729. Calculamos un vector de Perron, en el mapa marcamos los valores de las 10 entradas que corres-
ponden a los aeropuertos que mas pasajeros mueven; estos valores jerarquizan la importancia del aero-
puerto en la estructura de la red aérea.

Una medida de la desviacion entre el desarrollo Es facil ver que la coherencia satisface las si-
de la infraestructura de la red G de carreteras y las  guientes propiedades:
necesidades p de la poblacion de las ciudades esta
dada por la desviacién estandar de los valores de la * 0<coh (G)=<l1
centralidad comparada respecto a 1: * coh (G) =1 siysolamente sip = ku para algu-
na constante k£ > 0,esto es, el vector de pesos

1 p es un vector de Perron para la matriz de ad-
o(G) = \/;Z§=1(v(x) -1z = yacencia (pesada) de G.’
* A mayor coherencia, la estructura de la red
1 \[1 n o (u®) 2 se aproxima mejor a las necesidades de la
u ZZ’C—l (@ B ,u) poblacién.

Definimos la coherencia de la red G como:

coh (G) — 1/1 s (G) 9 ¢oh(G) si){sélo sio(G)_= Ojiyun_icanillente siu(x) = up(x), para todo vértice x;
. estoesequivalentea Ap = u' Au= u ' ru=rp.
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Para la red carretera, la desviacion estandar
es 0(G) = 0.83 que determina una coherencia
coh (G) = 1/1 +0 (G) = 0.54.

El ejercicio correspondiente a la red de rutas aé-
reas con la funcion de peso p(x) de los aeropuertos
definida por el nimero de usuarios de vuelos na-
cionales en el 2011 resulta en la tabla 2.

Tabla 2
México, DF 1653 0.384 0.1
Cancin 462 0.253 0.27
Guadalajara 428 0.356 0.42
Monterrey 490 0.388 0.40
Tijuana 350 0.28 0.40
Toluca 145 0.14 0.48
Puerto Vallarta 81 0.19 1.24
Los Cabos 102 0.15 0.75
Mérida 104 0.18 0.86
Hermosillo 99 0.22 1.14

Los calculos indican que la estructura de la red
aérea no responde a los requerimientos de pasa-
jeros en los aeropuertos del centro del pais (DF,
Guadalajara, Monterrey y Toluca) y en Cancun,
mientras que la red esta bien desarrollada en otros
puertos turisticos. En el contexto global, la desvia-
cion estandar es de 0.55 y la coherencia de la red,
de 0.64, lo cual muestra mayor coherencia de la
red de transporte aéreo en México en compara-
cion con la carretera.

5. Transporte en laciudad de
México

El Distrito Federal es la ciudad capital de los Estados
Unidos Mexicanos y cuenta con una poblacién de
8 851 080 habitantes (la Zona Metropolitana del
Valle de México tiene 20 137 152 pobladores), se-
gun el censo mas reciente. La mayoria de ellos
utilizan a diario la red de transporte publico para
viajar desde sus hogares a los centros de trabajo,
educativos o de entretenimiento, la cual esta for-
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mada por distintos medios, como: el tren ligero, el
transporte colectivo concesionado, trolebus, las
Rutas de Transporte Publico (RTP) del gobierno, el
Metro (tan sélo este medio, segun cifras oficiales,
transportd en el 2010 a mas de 1 410 millones de
usuarios) y el Metrobus, entre otros.

Estas vias de transporte componen una red en la
que, cadadia, serealiza 78.5% de los viajes de la ciu-
dad. El resto se hace en vehiculos privados, siendo
el automovil particular el mas usado. En cuanto al
transporte publico, la mayor parte de los traslados
se realizan en microbuses (44.55%), seguido de
los taxis (11%) y el Metro (5%)." La integracién
de cada uno de estos modos para generar una
red multimodal es muy baja, ya que los diferentes
sistemas han crecido de forma independiente, sin
ninguna planeacion concertada. En consecuencia,
no existe un sistema de pago integrado que facilite
a los usuarios prepagar sus pasajes y abordar con
facilidad a cada uno. Los que si lo tienen (como el
Metro, los trenes ligero y suburbano, el metrobus y
el mexibus) no son compatibles, lo cual incremen-
ta los costos de transaccion.

El Metro cuenta con una red pequefia en kilo-
metros (201), pero con una enorme capacidad de
transporte anual. Cuenta con 11 lineas (la 12 esta
en construccién) con un total de 175 estaciones de
las cuales: 112 son de paso; 41, de transbordo y
22, terminales (11 de ellas son de transbordo). Esta
construido de forma subterranea, superficial y via-
ducto elevado: 106 estaciones son subterraneas;
53, superficiales y 16, en viaducto elevado.

Consideramos la gréfica G de estaciones del Me-
tro (verilustracién 11), sin lalinea 12 (donde resulta
una con 35 estaciones) y la G , donde ya la incluye
(y da como resultado una con 40 estaciones). Para
ambas, el peso de una arista x — y es la distancia,
medida en nuimero de estaciones, que separa a los
vértices x,y. Podemos observar que:

« La nueva linea reduce la distancia entre va-
rias estaciones, tal es el caso de los vértices

10 S.Medina (2011).
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correspondientes a Universidad y Tasquefa:
sin la linea 12, la distancia minimaerade 19y
con lanueva es de 10.

- La eficiencia de la gréfica G, es de 0.14, esto
es, si suponemos que toma un minuto mo-
verse entre dos estaciones del Metro, desde
una de las 40 seleccionadas enG,,, se haran,
en promedio, siete minutos en llegar a otra
terminalen G ..

« Elradio espectral de la gréfica G es a=3.7828.
Los primeros cuatro valores propios ordena-
dos de mayor a menor son: 3.78, 3.16, 3.03 y
2.96.

llustracion 11

+ Los nodos mas importantes de G, segun la

centralidad espectral son:
28. Chabacano.
23.Pino Suarez.
22. Salto del Agua.
18. Bellas Artes.
24, Candelaria.

- Elradio espectral delagrafica G, es3=3.8518.
Los primeros cuatro valores propios ordena-
dos de mayor a menor son: 3.85, 3.22, 3.12y
2.99.

+ Los nodos mas importantes de G
centralidad espectral son:

. segun la

Mapa oficial de las 12 lineas del Metro
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La grafica G, tiene como vértices las estaciones de transbordo, asi como terminales finales adicionales.
El peso de una estacion es el nUmero de usuarios promedio por dia.

Vol. 3 Nim. 3 septiembre-diciembre 2012

87




28. Chabacano.
22. Salto del Agua.
23. Pino Suérez.
27. Centro Médico.
29. Jamaica.

El numero de pasajeros que mejor se conoce es
el de usuarios de las diferentes lineas del Metro; su
promedio por dia (en el 2011) de las diferentes li-
neas se puede apreciar en la tabla 3.

Tabla 3
1 0.671 0.363 0.61
2 0.786 0.333 0.48
3 0.641 0.310 0.55
4 0.742 0.385 0.59
5 0.214 0.382 2.03
6 0.119 0.227 2.17
7 0.224 0.168 0.85
8 0.372 0.203 0.62
9 0.295 0.398 1.53
A 0.245 0.208 0.96
B 0.429 0.206 0.54

Con esta idea en mente, introducimos la grafica
de lineas (ver ilustracion 12), que tiene 12 vértices,
siendo i, j adyacentes si hay una estacion de trans-
bordo entre las lineas i y .

llustracion 12
Grafica de lineas del Metro

Punteadas se encuentran las nuevas estaciones
de transbordo de la linea 12. La distancia entre
dos lineas es el nimero de trasbordos para lle-
gar de una a otra. Puede verse que la distancia
es siempre 1 6 2; luego, la eficiencia es facil de
calcular: 735 (40+ 4 x 21)=0.82. Los valores
propios de la matriz de adyacencia de la grafica
sin la linea 12 son o = 5.48, 1.5, 1.17,0.78, 0.61 y

otros cuatro valores negativos.
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El radio espectral de la grafica G de lineas de Me-
tro, sin la linea 12, es o = 5.48 con vector de Perron
asociado u, como se indica en la tabla 3. El valor
medio de la centralidad comparada es:

Resulta una desviaciéon estandar de 0.58 y una
coherencia de 0.62, un resultado similar al de las
rutas aéreas a nivel nacional.

Como hemos mencionado antes, el movimiento
de transporte de pasajeros en la ciudad de México
se realiza sobre todo a través de microbuses con-
cesionados, pero éstos no funcionan como una red
de transportes pues cada ruta se encuentra com-
puesta por un grupo de concesionarios individua-
les que no funcionan como una empresa.

Consideramos la grafica de microbuses (ver ilus-
tracion 13) con las siguientes caracteristicas:

+ Cuenta con un total de 20 nodos.

. La distancia mas grande que se recorre entre
nodos es de 17.24 km (usando la ruta 6ptima).

+ La distancia mas corta que separa dos nodos
es de 1.05 km (un solo movimiento).

+ El diametro de la grafica es 6.

«+ El radio geografico de la regiéon que envuel-
ve la gréfica es de 13.28 km, obtenido de una
medicion con Google Earth.

Trabajando las rutas en la gréfica de microbuses
de manera integrada no es dificil disefar un siste-
ma satisfactorio, esto es, que cumpla lo siguiente:

1) Que en cada punto de la red se despachen au-
tobuses en horarios bien definidos.

2) Que en todo momento, el niumero de auto-
buses en la ruta sea suficiente para cubrir la
demanda de transporte.

Podemos formular el problema asi: supongamos

gue se estima que en la hora 7 + 1 del dia habra
p(x) pasajeros en el punto x de la red de microbu-
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llustracion 13

los recorridos) esta senalado.

Las rutas de autobuses confluyen al Centro Histérico
de la ciudad de México. Ahi hay rutas de microbuses
que corren entre los 20 puntos marcados como vérti-
ces de una grafica. El peso de las aristas (la longitud de

2 472 471
2,18 '
2,15 / %\ . 2,51

w . I1 50
26 32 1 |”

2,51
4,70 3,19 2,59
4,16
413_—~""7230
317 /

—
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ses, jcuantos autobuses a(x,y) de b pasajeros habra
que despachar del punto x hacia y en la hora #?

En efecto, para cada dos puntos x, y vecinos en
la red G de microbuses consideremos su distancia
d(x,y). Suponemos que todos los autobuses, en to-
das las rutas, se mueven a velocidad constante c.
Definimos la matriz de adyacencia 4, cuya entrada
a,, es 1 six,y son vecinosy 0 si no lo son. La matriz
A es no negativa y conexa, luego, el teorema de Pe-
rron garantiza que el radio espectral » > 0 es valor
propio con vector propio asociado u con todas las
entradas positivas. Hacemos:

b(x,y) = b™'r ™t agu(y)p()u(x)™

Tabla 4 e ilustracion 14

en realidad, como no hay autobuses fraccionarios,
debe tomarse el siguiente entero mas grande que
este numero. Despachamos b(x,y) autobuses de b
pasajeros del punto x hacia y en la hora que corre
det—c'd(xy)at+1—c'd(xy). Verificamos que
en el intervalora ¢ +1 en el punto x se reciben, al
menos,

Zyb(x,y)= b7 p()u(n) T By aryu()=b"'p(x)

autobuses, con capacidad para, al menos, p(x)
pasajeros.

Efectuamos los calculos de la red de microbuses
en la ciudad de México, resultando el radio espec-

Valores de un vector de Perron para los vértices de la grafica de microbuses

El nimero de autobuses que se despachan del punto x al y en el intervalo de una horaentre —c 'd(x,y)
yt+1—c'd(x,) se calculacomo b(x,y) = b 'p(x)e,, con pesos en las aristas dados por e,,= r ' a,,u(y) u(x) .
Los pesos de las aristas conectadas al punto 4 se ilustran arriba; por ejemplo, si se esperan 200 pasajeros
en el punto 4 en la préxima hora y los autobuses tienen capacidad de 25 pasajeros, deberan despacharse

1 0.25
2 0.24
3 0.15
4 0.38
5 0.37
6 0.38
7 0.18
8 0.1
9 0.27
10 0.30
n 0.16
12 0.10
13 0.20
14 0.09
15 0.19
16 0.08
17 0.17
18 0.14
19 0.09
20 0.06
dos unidades a los puntos 1y 2, y tres autobuses a los puntos 5 y 6.
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tral » = 3.26. Otros valores propios son 2.73, 2.41,
1.74, 1.42, 1.07 y los demas menores a 1. Un vec-
tor de Perron u determina la centralidad espectral
como se muestra en la tabla 4 e ilustracién 14.

El ejemplo de la tabla 4 e ilustracion 14 mues-
tra que, funcionando de manera concertada, el
sistema de transporte urbano puede enfrentar los
diversos problemas que sufre: de administracion,
mantenimiento, accesibilidad, cobertura, horarios
y seguridad. Puede, en fin, ser eficiente y coheren-
te tanto en el sentido del lenguaje cotidiano como
en el técnico que hemos introducido. Ejemplos en
Latinoamérica como el de Curitiba en Brasil o el de
Bogota en Colombia demuestran que el mejora-
miento del sistema de transporte publico puede
hacerse rapido y de forma barata, beneficiando a la
poblacion y transformando la ciudad.
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